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 نمره ردیف

1 

 های زیر را تعیین کنید.  درستی یا نادرستی عبارت

yالف( نمودار تابع   x
)در بازۀ  3 , )0 yتر از نمودار تابع  پایین ،1 x

 قرار دارد. 2

yب( مقدار مشتق دوم تابع  cosx  در نقطۀ


x
3

برابر  ،
1
2

است. 

5/0 

2 

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب کامل کنید. 

الف( اگر  x x
( ) ( )

2 1 11 1
2 2

 صورت ............... است. به x، آنگاه محدودۀ 

خط ............... مماس قائم بر منحنی تابع  ب( f (x) x x3  است. 1

75/0 

3 

yنمودار تابع  f (x) صورت زیر است.  به

الف( نمودار تابع   
x

g(x) f ( )1
2

را تعیین کنید.  g(x)رسم کنید و سپس دامنۀ تابع مرحله به مرحلهرا  

 در آن اکیداً نزولی است. g(x)ای را تعیین کنید که تابع  ترین بازه ب( بزرگ

5/1 

4 
ای  چندجمله   f (x) x ax x a

3 2 8 fای  را طوری تعیین کنید که چندجمله aرا در نظر بگیرید. مقدار  2 (x برر 1(

x پذیر باشد.بخش2
1 

5 

قسمتی از نمودار تابع  f (x) acosbx c صورت زیر است. مقادیر  بهa ،b  وc دست آورید.  را به

5/1 

معادلۀ  6 sin x sin x3 2 )های آن را در بازۀ  را حل کنید و جواب 0 , آورید.به0(  5/1دست

7 

دست آورید. ) حاصل حدهای زیر را در صورت وجود به ،  ).نماد جزءصحیح است



  

x

x
lim

x x0
 )الف 





x

Sinx
lim

x0

1
)ب 





 x

x
lim

x x

2

3 2
1

2 1
 )پ 

5/1 

8 
های قائم و افقی تابع الف( مجانب 






x
f (x)

x x

2

3
1

2
دست آورید.  را به 

 را در اطراف مجانب قائم آن رسم کنید. fب( نمودار تابع 

5/1 
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 نمره  ردیف

پذیری تابع  مشتق 9  f (x) x x x
2 4 xرا در  4  5/1 بررسی کنید.  2

10 

در شکل زیر، روابط  fبرای تابع  f ( )
1

2
2

fو   ( )2 )صورت  به Bبرقرار است. اگر مختصات نقطۀ  2 a ,a)2  باشد، مقدار

a  .را بیابید 

 

1 

11 

 دست آورید. )لازم به ساده کردن نیست.(  مشتق توابع زیر را به

 f (x) ( x ) x
39  )الف 2

 f (x) sin x tan
x

3 1
 )ب 2

25/2 

12 
آهنگ تغییر متوسط تابع   f (x) x x a

2 در بازۀ  3 ,0 xای آن در  ، دو واحد از آهنرگ تغییرر لحظره4 a  بیشرتر

 را بیابید.  aاست. مقدار 
75/0 

13 
2ای به شعاع  در کره را طروری تعیرین کنیرد کره حجرم اسرتوانه  hایم. مقدار  محاط کرده h2، یک استوانه به ارتفاع 3

 بیشترین مقدار ممکن باشد. 
1 

طول نقاط اکسترمم نسبی تابع  14  f (x) (x )(x )
22  1 را بیابید.  4

)Aدست آورید که نقطۀ  را طوری به bو  aمقادیر  15 , )1 در تابع  2   f (x) x ax x b
4 3  1 ، نقطۀ عطف باشد. 29

جدول رفتار و نمودار تابع  16





x
f (x)

x

2 1
2

 75/1 را رسم کنید.  

 

2

A


B

f

 موفق باشید
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 الف( درست 

 حل اول: راه  

yبا رسم هریک از توابع    x yو  3 x  ، داریم:2

 

 

 حل دوم: راه  

xنکته: اگر    0 mطوری که  اعداد طبیعی باشند به nو  mباشد و  1 n آنگاه ،m n
x x. 

yبا توجه به نکته، نمودار تابع    x )در بازۀ  3 , )0 yتر از نمودار تابع  ، پایین1 x  است. 2

 ب( نادرست 

yنکته: مشتق تابع    f(x)  را با نمادy f (x)  پذیر باشد، مشتق مرتبۀ دوم  دهیم. به همین ترتیب اگر تابع مشتق، مشتق نمایش می

y f(x)  ابرا y f (x)  دهیم و برای محاسبه آن، از تابع  نمایش میy f (x)   نسبت بهx گیریم.  مشتق می 

  آوریم: دست می را به yابتدا   
³»j ¢Tz¶Ï»H ¢Tz¶

y cos x y sin x y cos x         

حالا   


x
3

   کنیم: گذاری می جای yرا در  


    y cos( )
1

3 2
  

2- 

xالف(      ,2یا  2

aدر این مجموعه که  bو  aگوییم، اگر برای هر دو مقدار  را در یک مجموعه، اکیداً نزولی می fنکته: تابع    b آنگااه ،f (a) f (b) در .

 ای که یک تابع اکیداً نزولی است. با حرکت روی نمودار )از چپ به راست(. همواره روبه پایین خاواهیم رفات. باا توجاه باه اینکاه فاصله

تابع  x
f (x) ( )

1
2

  ، اکیداً نزولی است، پس داریم:       x x
( ) ( ) x x x

2 1 11 1
2 1 1 2

2 2
  

xب(    1  

xدر  fنکته: اگر تابع    a   پیوسته باشد و در این نقطه مشتق چپ و راست نامتناهی داشته باشد، در این صورت خاx a  مماا  »را

fنامیم. بدیهی است  می (a,f(a))در نقطۀ  fبر منحنی « قائم (a)  .در این حالت وجود ندارد 

3- 

 الف(  

yنکته: برای رسم نمودار    f(x k)  اگر ،k  سامت چاپ انتقاال  واحد در جهت افقی باه kرا  f(x)باشد، کافی است نمودار تابع  0

kدهیم و برای    شود.  سمت راست انجام می واحد به k، این انتقال به اندازۀ 0

yنکته: اگر طول نقاط تابع    f(x)  را قرینه کنیم، نقاط تابعy f( x)  آیند. بناابراین نماودار تاابع  دست می بهy f( x)  قریناۀ ،

yنمودار تابع  f(x) ها است.  نسبت به محور عرض 

yنکته: برای رسم نمودار تابع    f(kx) کافی است طول نقاط نمودار تابع ،y f(x)  را در
k

1
 ضرب کنیم.  

kاگر     yباشد، نمودار  1 f(kx)  از انقباض افقی نمودارy f(x)  در راستای محورxآید و اگر  دست می ها بهk 0 باشد، ایان  1

yنمودار از انبساط افقی نمودار  f(x) شود.  حاصل می 

yنکته: اگر عرض نقاط تابع    f(x)  را قرینه کنیم، نقاط تابعy f(x)  آیند. بنابراین نماودار تاابع  دست می بهy f(x)  قریناۀ ،

yنمودار تابع  f(x) ها است.  نسبت به محور طول 

fبا توجه به نکات و نمودار تابع    (x):داریم ، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

g(x) ،gDع با توجه به نمودار تاب   ,   0  است. 6

0 x1
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x
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y
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x
13

2
1

f ( x)1
y

x

2
1

f ( x)1


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

y

x

2
1

x
f ( )1

2

2 6


y
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2

1
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g(x) f ( )  1
2

2 6

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 (ریاضی فیزیک )رشتۀ دوازدهم پایۀ

 ب(  

aدر این مجموعه کاه  bو  aگوییم، اگر برای هر دو مقدار  را در یک مجموعه، اکیداً نزولی می fنکته: تابع    b آنگااه ،f(a) f(b) در .

 ای که یک تابع اکیداً نزولی است، با حرکت روی نمودار )از چپ به راست(، همواره روبه پایین خواهیم رفت.  فاصله

,در بازۀ  gتابع     2  اکیداً نزولی است. 6

4- 

 حل اول: راه 

axبر  f(x)ای  ماندۀ تقسیم چندجمله نکته )قضیه(: باقی   b :عبارت است از ،
b

r(x) f ( )
a


 . 

 با توجه به نکته، داریم:  

x x f (x ) f ( ) a a a a                  2 0 2 1 1 0 1 8 2 0 3 9 0 3  

 حل دوم: راه 

fابتدا ضابطۀ    (x )  آوریم: دست می را به 1

f (x ) (x ) a(x ) (x ) a       3 21 1 1 8 1 2  

f (x ) x (a )x ( a)x a       3 21 3 11 2 3 9  

fبا توجه به اینکه    (x ) xبر  1  fماندۀ تقسیم  پذیر است، پس باقی بخش 2 (x ) xبر  1   دهیم: را برابر صفر قرار می 2

xx (a )x ( a)x a

x (a )xx x

(a )x ( a)x

(a )x (a )x

x a

x

a

     

   

  

   

 

 



3 2

23 2

2

2

23 11 2 3 9

1 92

1 11 2

1 2 1

9 3 9
9 18

3 9

  

 دهیم: قرار میمانده را برابر صفر  حال باقی  

a a    3 9 0 3 

5- 

yنکته: توابع   aSinbx c   وy aCosbx c   دارای مقدار ماکزیممa c  و مقدار مینیممa c   و دورۀ تناوب
b

2
 هستند.  

aها، مینیمم دارد، پس yروی محور  fتابع     است.  0

 آوریم: دست می با توجه به شکل، دورۀ تناوب تابع را به 

 
           T b b

b

2
2 2 2

2
  

 همچنین از نمودار تابع، مشخص است که: 


    
a

max c a c a
0 3  

 با توجه به نمودار تابع، داریم: 


 
   

             
cos( )

b a
f ( ) acos( b) c acos( ) c c a c

1
2 23 27 7 7

0 0 0 0 2 0
6 6 3 2

  

c a a

a c c

    
 

   

3 2
2 0 1

  

6- 

Sinxهای کلی معادلۀ  نکته: جواب  Sin  صورت  بهx k   2  وx ( k )  2  . kZباشد که  می 1

 با توجه به نکته، داریم: 

k
x x k x , k

sin x sin x sin( x)
x x k

x k , k


      

      
          

2
3 2 2

3 2 2 5
3 2 2

2

Z

Z

  

k (kبا مقداردهی به   )Zهای معادله در بازۀ  ، جواب( , )0  برابر
2
5

و  
4
5

 است. 
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 الف(  

نکته: اگر   
x a
lim f(x) L


  و  0
x a
lim g(x)


  ، آنگاه: 0

L( اگر 1    مثبت باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 2    مثبت باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 3    منفی باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 4    منفی باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

   با توجه به نکته، داریم:  
x x

x
lim lim

x x x  

   
  

0 0

1
2

  

 ب(  

نکته: اگر   
x a
lim f(x) L


  و  0
x a
lim g(x)


  ، آنگاه: 0

L( اگر 1    مثبت باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 2    مثبت باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 3    منفی باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

L( اگر 4    منفی باشد، آنگاه  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0
x a

f (x)
lim

g(x)
  

   با توجه به نکته، داریم:  
x x

sinx sinx
lim lim ( )

x x x  


     

0 0

1 1
1 

 پ(  

nصورت  ای به طور کلی حد هر چندجمله نکته: به   n
n nf (x) a x a x a x a


       1
1 ای از آن است کاه  برابر حد جمله در  1

 ترین درجه است یعنی:  دارای بزرگ
n n n

n n n
x x
lim (a x a x a x a ) lim a x




 
       1

1 1 

   با توجه به نکته، داریم:  
x x

x x
lim lim

x x x 


 

 

2 2

3 2 3
1

0
2 1

  

8- 

xنکته )تعریف(: خ    a  را مجانب قائم نمودار تابعf(x) :گویند، هرگاه حداقل یکی از شرای  زیر برقرار باشد 

x a x a

x a x a

lim f(x) lim f(x)

lim f(x) lim f(x)

 

 

 

 

   

   
 

yنکتاه: خاا    L  را مجانااب افقاای نماودارy f(x) نااامیم، بااه شاارطی کاه حااداقل یکاای از دو شاارط  ماای
x
lim f(x) L


  یااا

x
lim f(x) L


  .برقرار باشد 

fهای قائم و افقی تابع  الف( مجانب  (x) آوریم: دست می را به 

xمجانب قائم  x x(x ) x      3 22 0 2 0 مجانب افقی   0
x
lim f (x) y


  0 0  

x

lim f (x)


 
0

  
x

lim f (x)


 
0

  

 

 ب(  
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xدر  fنکته )تعریف(: مشتق راست و مشتق چپ تابع    a  را باf (a)  وf (a) کنیم:  صورت زیر تعریف می دهیم و آن را به نمایش می 

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

x a x a 
 

 

 
  

 
 

 طور معادل )تعریف دوم مشتق(: یا به 

h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

h h 
 

 

   
  

0 0
 

 روش اول:  

fابتدا تابع   (x) نویسیم: تر می را ساده 


    

a a
f (x) x (x ) f (x) x x

2
22 2  

x x

x xf (x) f ( )
f ( ) lim lim

x x 


  

 2 2

22
2

2 2
  












   


     

 

x

x

x(x )
f ( ) lim

x

x(x )
f ( ) lim

x

2

2

2
2 2

2

2
2 2

2

  

fچون    ( ) f ( )  2 xدر  f، پس 2   پذیر نیست. مشتق 2

 روش دوم: 


     

a a
f (x) x x x f (x) x x

2
2 4 4 2  



 
 

h

f ( h) f ( )
f ( ) lim

h0

2 2
2  

  

  


  


  

  
     




         


h h h

h h h

( h) hf ( h) f ( )
f ( ) lim lim lim h

h h

( h) hf ( h) f ( )
f ( ) lim lim lim ( h)

h h

0 0 0

0 0 0

22 2
2 2 2

22 2
2 2 2

  

fچون    ( ) f ( )  2 xدر  f، پس 2   پذیر نیست. مشتق 2
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 است.  aطول  ای به برابر با شیب خ  مما  بر نمودار در نقطه aنکته: مقدار مشتق تابع در  

fبا توجه به نکته و اینکه   ( ) 
1

2
2

است، پس شیب خ  مما  برابر  
1
2
 است. 

 حل اول: راه 

)Aبا توجه به دو نقطۀ    , )2 )Bو  2 a,a)2 :و رابطۀ شیب خ ، داریم 

A B

A B

y y a
a a a

x x a

 
       

 

1 2 1
4 2 2 2

2 2 2 2
  

 حل دوم: راه 

y   نویسیم: معادلۀ خ  مما  را می   (x )  
1

2 2
2

  

 کند، داریم: روی خ  مما  است، پس مختصات آن در معادلۀ خ  صدق می Bدانیم نقطۀ  می  

x a
a ( a ) a a a

y a

 
           



2 1 1
2 2 2 2 1

2 2
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xدر  gو  fنکته: اگر توابع   a پذیر باشند، آنگاه توابع  مشتقkf (kR ،)f g ،fg  و
f

g
 (g(a)  x( نیز در 0 a پذیرند و داریم:  مشتق 

 )(kf ) (a) kf (a)2     )(f g) (a) f (a) g (a)1 
 

 
f f (a)g(a) g (a)f(a)

)( ) (a)
g (g(a))

2
4    )(fg) (a) f (a)g(a) f(a)g (a)3 



 

 

5 
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f(x)نکته: اگر   x  وx  f، آنگاه 0 (x)
x

 
1

2
 . 

 باشد:  xتابعی از  uو  uتابعی برحسب  fنکته: اگر  

y f(u) y u f (u)     

f (x) ( x ) x ( x )
x

      2 31
3 9 9 2 9 2

2
 )الف 


   f (x) ( )( )(sin x)(cos x) ( )( tan )

xx

2 2
2
1 1

3 2  )ب 1
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a,aای مانند  نکته: آهنگ متوس  تغییر یک تابع را در بازه  h   کنیم:  به شکل زیر تعریف می 

f (a h) f (a)

h

 
 آهنگ متوس  تغییر تابعf  در بازۀa,a h   

 کنیم:  صورت زیر تعریف می را به fای تابع  نکته: آهنگ تغییر لحظه 

h

f(a h) f(a)
lim f (a)

h

 
 

0
xدر نقطۀ  fای تغییر تابع  آهنگ لحظه a 

 داریم:با توجه به نکات،  

f ( ) f ( ) (a ) a  
  



4 0 4
1

4 0 4
,در بازۀ  fآهنگ تغییر متوس  تابع    0 4  

f (x) x
f (a) f (a) a

  
    

2 3 2 xدر  fای تابع  آهنگ تغییر لحظه 3 a  

 با توجه به فرض سؤال، داریم: 

    ( a ) a1 2 3 2 1 
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نماییم. در این صورت از بین تمام نقاط بحرانی و نقاط انتهایی بازه،  نکته: برای یافتن نقاط اکسترمم مطلق ابتدا این نقاط بحرانی را مشخص می 

لاق تاابع افتد نقاط ماکزیمم مطلق تابع و مقدار تابع در این نقاط مقدار مااکزیمم مط ها اتفاق می نقطه یا نقاطی که بیشترین مقدار تابع در آن

افتد نقاط مینیمم مطلق تابع و مقدار تاابع در ایان  ها اتفاق می است. همچنین در بین نقاط مذکور نقطه یا نقاطی که کمترین مقدار تابع در آن

 نقاط مقدار مینیمم مطلق تابع است. 

 مطابق شکل مقابل، داریم: 

r h ( ) r h    2 2 2 2 22 3 12  

V r ( h) r h   2 22 2  

r h 2 212 
  
 

 حل اول: راه 

V(h) ( h )h V(h) ( h h ) V (h) ( h )          2 3 22 12 2 12 2 12 3  

Vحال با حل معادلۀ    (h)   آوریم: دست می ، طول نقطۀ بحرانی را به0
h

( h ) h h h


         
02 22 12 3 0 3 12 2 2  

 حل دوم: راه 

( )h r h r *    2 2 212 12  

r
V(r) r ( r ) V (r) ( r r (r ))

r


       



2 2 2 2
2

2
2 12 2 2 12

2 12
  

Vحال با حل معادلۀ    (r)   آوریم: دست می ، طول نقطۀ بحرانی را به0

rr
r r ( r ) r r r r

r


           



3
02 2 2 2

2

2
2 12 2 12 3 24 8 8

2 12
  

( )* h ( )    212 8 4 2 

  

h 2 3

r


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ای، معادلۀ  نکته: برای یافتن طول نقاط اکسترمم نسبی توابع چندجمله  f (x)  کنیم. را حل می 0

fابتدا   (x) آوریم: دست می را به 

f (x) (x ) (x )(x ) (x )(x x ) x(x )            24 2 4 2 4 4 2 4 3 4  

fهای معادلۀ  ریشه  (x)   ، نقاط اکسترمم نسبی تابع هستند:0

x
f (x)

x


   

 

0
0

4
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xدر نقطۀ  fنکته )تعریف(: فرض کنیم تابع   c  پیوسته است. در این صورت نقطۀ(c ,f (c))  نقطۀ عطف تابعf  است، هرگاه هر دو شرط زیر

 برقرار باشند: 

c)در نقطۀ  fالف( نمودار    ,f (c))  .خ  مما  داشته باشد 

c)در نقطۀ  fب( جهت تقعر    ,f (c))  .تغییر کند 

 آوریم: دست می ابتدا مشتق اول و سپس مشتق دوم تابع را به 

f (x) x ax x f (x) x ax       3 2 24 3 18 12 6 18  

xنقطۀ     ، طول نقطۀ عطف است، داریم:1

f ( ) a a       1 0 12 6 18 0 1  

 کند: مختصات نقطۀ عطف، در تابع صدق می 
f ( )

f (x) x x x b b b


          
1 24 3 29 1 1 9 2 9  
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دست آمده جدول رفتار تابع  دهیم و با توجه به اطلاعات به طور کلی برای رسم نمودار یک تابع، همه یا برخی از مراحل زیر را انجام می نکته: به 

 کنیم.  دهیم و به کمک آن نمودار تابع را رسم می را تشکیل می

 کنیم.  ( دامنۀ تابع را مشخص می1 

 کنیم )در صورت وجود(.  مختصات را مشخص می( محل تلاقی نمودار با محورهای 2 

 3 )f  هایی که  آوریم و با تعیین علامت آن بازه دست می را بهf کنیم.  ها صعودی یا نزولی است را مشخص می بر آن 

 آوریم )در صورت وجود(.  دست می های نسبی تابع را به ( نقاط بحرانی و اکسترمم4 

 5 )f  کنیم.  های مختلف را مشخص می آوریم و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع در بازه دست می را به 

 کنیم )در صورت وجود(.  ( نقطۀ عطف تابع را مشخص می6 

 کنیم )در صورت وجود(.  مشخص می xو بسیار کوچک  x( رفتار تابع را برای مقادیر بسیار بزرگ 7 

 آوریم )در صورت وجود(.  دست می های تابع را به ( معادلۀ مجانب8 

f ،f( تنظیم یک جدول که با خلاصه کردن اطلاعات توابع 9    وf  تر شود.  در آن تشخیص چگونگی شکل نمودار آسان 

 های قبل.  ( رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت10 

 کنیم.  ( در صورت نیاز از نقاط کمکی هم استفاده می11 

´GI¤ KºI\¶

Â£ÎH KºI\¶

x

y

 




2

2
  

f (x)
(x )

 
 2
5

2
  

f (x)
(x )


 

 3
10

2
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|

f y | y

  

  

  

  

2

2 2

y

x
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